
คณิตศาสตรพื้นฐานชางไฟฟา

และวงจรไฟฟา

หนวยการเรียนรูท่ี 1



เลขจํานวนเต็มเปนจํานวนที่ไมอยูในรูปของเศษสวน ทศนิยม หรือ

เปอรเซ็นต และมีชื่ออื่นที่ใชเรียกเลขจํานวนเต็มอีกวา จํานวนเต็ม 

(Integer Numbers) เขียนได 3 รูป คือ

1.1 เลขจํานวนเต็ม (Whole Number)

จํานวนเต็มบวก (Positive Integer) ประกอบไปดวยสมาชิก คือ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 1.

จํานวนเต็มลบ (Negative Integer) ประกอบดวยสมาชิก คือ –1, –2, –3, –4, –52.

ศูนย (Zero) ประกอบดวยสมาชิกตัวเดียว คือ 03.



ทศนิยม เปนสัญลักษณที่ใชแทนจํานวนรูปแบบหน่ึง 

ซ่ึงเกิดจากการหารจํานวนที่อยูในรูปเศษสวนโดยนําตัวสวน

ไปหารตัวเศษแลวไดผลลัพธที่ไมลงตัว หรือเปนการบอก

ปริมาณของส่ิงตาง ๆ ที่ไมเต็มหนวย

วิธีทศนิยมจะใชในการแสดงจํานวนอื่นที่ไมใชจํานวน

เต็ม เศษสวน หรือเปอรเซ็นต เชน 0.80, 1.25, 1.732, 

1.414 และอื่น ๆ การอานเชนเดียวกับจํานวนเต็ม สวนที่

อยูหลังจุดจะอานทีละตัวเปนเลขโดดตามตัวเลขที่มี เชน 

1.25 อานวา หน่ึงจุดสองหา

1.2 ทศนิยม (Decimals) 



เศษสวนท่ีแสดงสวนหน่ึงของจํานวนเต็ม

เศษสวน เปนความสัมพันธตามสัดสวนระหวางชิ้นสวนของวัตถุหน่ึงเมื่อเทียบกับ

วัตถุทั้งหมด เศษสวนประกอบดวยตัวเศษ (Numerator) หมายถึง จํานวนชิ้นสวนของ

วัตถุที่มี (จํานวนที่อยูตัวบน) และตัวสวน (Denominator) หมายถึง จํานวนชิ้นสวน

ทั้งหมดของวัตถุน้ัน (จํานวนที่อยูตัวลาง) ถาใชเคร่ืองคํานวณสําหรับบวก ลบ คูณ หรือ

หารแลวจะสามารถกลับเศษสวนไปเปนทศนิยมหรือจํานวนเต็มได

1.3 เศษสวน (Fractions)



เพื่อความสะดวกในการคูณหรือ

หารดวยเปอรเซ็นต จะตองแปลงคา

เปอรเซ็นตเปนจํานวนเต็มหรือทศนิยม

จากน้ันใชผลลัพธน้ีสําหรับการคํานวณ 

เมื่อแปลงคาเปอรเซ็นตเปนทศนิยมหรือ

จํานวนเต็มแลว ใหตัดสัญลักษณของ

เปอรเซ็นตออกและยายจุดทศนิยมไป

ทางซาย 2 ตําแหนง

เปอรเซ็นตหรือรอยละ เปนวิธีทางคณิตศาสตรอีกอยางหน่ึงที่ใชแสดงคา โดย 100% 

หมายถึง คาทั้งหมด 50% หมายถึง คาเพียงคร่ึงเดียวของคาทั้งหมด และ 25% หมายถึง 

คาหน่ึงในสี่สวนของคาทั้งหมด 

1.4 เปอรเซ็นต (Percentages) 



เมื่อจํานวนใดที่ตองแปลงคาโดยการคูณดวยเปอรเซ็นต ใหเรียกเปอรเซ็นตน้ีวา ตัว

คูณ โดยในขั้นที่ 1 ใหแปลงคาเปอรเซ็นตเปนทศนิยม และขั้นที่ 2 คูณจํานวนที่เร่ิมดวยคา

ทศนิยม 

เปอรเซ็นตเพิ่ม เปนเปอรเซ็นตของผลตางเทียบกับคาเดิม และใช

ขั้นตอนตอไปน้ีเพื่อเพิ่มจํานวนตามเปอรเซ็นตที่ระบุไว

1.5 ตัวคูณ (Multiplier)

1.6 เปอรเซ็นตเพิ่ม (Percent Increase) 

คูณจํานวนที่เร่ิมดวยตัวคูณในขั้นที่ 2ขั้นที่ 3 :

แปลงเปอรเซ็นตไปเปนคาทศนิยมขั้นที่ 1 :

บวกหน่ึงกับคาทศนิยมเพื่อสรางตัวคูณขั้นที่ 2 :



จํานวนเลขที่กลับกัน เปนการแปลงจํานวนเลขใหเปนเศษสวนโดยใหเลข 1 เปนตัวเศษ 

(ตัวเลขตัวบน) และจํานวนเลขที่จะกลับกันใหเปนตัวสวน (ตัวเลขตัวลาง) นอกจากนี้ยัง

สามารถที่จะคํานวณจํานวนเลขที่กลับกันของเปอรเซ็นต

จํานวนยกกําลังสอง หมายถึง การนําตัวเลขที่ยกกําลังสองไปคูณตัวมันเองซ้ํา 1 คร้ัง 

เชน (10)2 = 10 × 10 = 100 หรือ (25)2 = 25 × 25 = 625 เปนตน 

เมื่อใดก็ตามที่จํานวนเลขอยูในวงเล็บ ใหทําฟงกชันทางคณิตศาสตรภายใน

วงเล็บใหเสร็จกอนจะดําเนินการกับปญหาที่เหลือตอไป วงเล็บถูกใชเพื่อจัดกลุม

ข้ันตอนของการดําเนินการในลําดับใหถูกตอง ตัวอยางเชน การบวกผลรวมของ 4

กับ 16 กับผลคูณของ 5 กับ 3 ไดเทากับ 35

(4 + 16) + (5 × 3)   =   20 + 15 =   35

1.7 จํานวนเลขที่กลับกัน (Reciprocals) 

1.8 จํานวนยกกําลังสอง (Squaring Number)

1.8 วงเล็บ (Parentheses)



ตามท่ีทราบมาแลววา รากท่ีสองของจํานวน a (   a ) เปนจํานวนท่ียกกําลังสองแลว

ไดคาเทากับ a อยางเชนรากท่ีสองของ 36 คือ จํานวนท่ียกกําลังสอง (คูณซ้ํา) โดยตัวมันเองแลว

ไดคําตอบเปน 36 ดังนั้น 36 = 6 x 6 = 6 (ซ่ึงสามารถเขียนไดเปน 62 = 36 

หรือ –62 = 36) เน่ืองจากอาจเปนการยากท่ีจะทําดวยตนเอง เพียงใชคียสแควรรูทของเคร่ือง

คํานวณจะทําไดงายและรวดเร็วกวา เชน  2 ≈ 1.414,  3 ≈ 1.732 และ  

1000  ≈ 31.62 เปนตน 

1.7 รากที่สอง (Square Root) 

เพ่ือปองกันความสับสนในภาษาไทย คําวา ราก มีความหมาย

ในเชิงผลลัพธ ท่ี ไดจากการแกสมการทางคณิตศาสตร  สวน

เคร่ืองหมาย กรณฑ ใชเพ่ือเรียกเคร่ืองหมาย square root หรือ



ปริมาตร เปนปริมาณของรูปทรงสามมิติ ซ่ึงยึดถือหรือบรรจุอยูในภาชนะไมวาจะสถานะ

ใด ๆ ก็ตาม หาคาไดโดยการคูณ ความยาว × ความกวาง × ความสูง ของรูปทรงนั้น มีหนวย

วัดปริมาตรมาตรฐานคือ ลูกบาศกเซนติเมตร (ลบ.ซม. หรือ ซม.3 หรือ cm3) และลูกบาศก

เมตร (ลบ.ม. หรือ ม.3 หรือ m3) หรือหนวยวัดปริมาตรอื่น ๆ ท่ีมีหลากหลายท่ีนิยมเชนกัน 

เชน ลูกบาศกนิ้ว ลูกบาศกฟุต และแกลลอน เปนตน

ตัวอักษร k ตัวพิมพเล็ก เปนคาอุปสรรคใชเติมหนาหนวยในระบบเมตริก มีคาเทากับ 

1,000 เม่ือแปลงจ านวนท่ีมี k ในหนวยวัด อยางเชน 22 kV ถากลับไปเปนหนวยฐานได 22 

x 1,000 = 22,000 V ซ่ึงอักษร k นี้ใชมากในอาชีพชางไฟฟา เชน kΩ (กิโลโอหม) kW 

(กิโลวัตต) kA (กิโลแอมแปร) และ kV (กิโลโวลต) เปนตน ถาตองการกลับหนวยฐานใหเปน

หนวยวัดที่มีคา k อยู ใหคาจ านวนนั้นหาร ดวย 1,000 และเพิ่ม k เปนค าอุปสรรค 

อยางเชน 22,000 V =               = 22kv22,000
1,000

1.11 ปริมาตร (Volume)

1.12 กิโล (Kilo)



การปดเศษไมมีกฎเปนการเฉพาะ แตการปดเศษไปเปนสองหรือสามเลขนัยสําคัญ ก็ควรจะ

เพียงพอสําหรับการคํานวณทางไฟฟา การเลือกหลักตัวเลขท่ีจะพิจารณาปดเศษ โดยตัวเลขถัดไป 

(ทางขวา) ถาเทากับหรือมากกวา 5 ใหเพ่ิมคาตัวเลขท่ีเลือกขึ้นไป 1 (ปดขึ้น) หรือตัวเลขถัดไปถา

นอยกวา 5 ใหคงตัวเลขนั้นไว (ปดลงหรือปดท้ิง) เชน

367.20 ปดเศษทศนิยมตําแหนงท่ีหนึ่งท้ิงเพราะตัวเลขถัดไปเทากับศูนย = 367 ปดลง

0.1245 ปดเศษทศนิยมตําแหนงท่ีสามขึ้นเพราะตัวเลขถัดไปเทากับหา = 0.125 ปดขึ้น

1.674 ปดเศษทศนิยมตําแหนงท่ีสองคงตัวเพราะตัวเลขถัดไปเทากับสี่ = 1.67 ปดลง

21.99 ปดเศษทศนิยมตําแหนงท่ีหนึ่งขึ้นเพราะตัวเลขถัดไปเทากับเกา = 22 ปดขึ้น

1.11 การปดเศษ (Rounding Off) 



วงจรไฟฟาพื้นฐานประกอบดวย แหลงกําเนิดกําลังตัวนํา (Conductor) และโหลด 

(Load) หรือภาระทางไฟฟา สวนสวิตชใชตออนุกรมกับตัวนําวงจรเพื่อควบคุมการทํางาน

ของโหลดไฟฟาแสงสวาง (เปดหรือปด)

ไฟฟากระแสตรง (Direct Current: DC)

ไฟฟากระแสสลับ (Alternating Current: AC)

วงจรไฟฟา (Electrical Circuit)2.1

แหลงกําเนิดกําลัง (Power Source)2.2

แหลงกําเนิดกําลัง มี 2 ประเภท คือ ไฟฟากระแสตรงและไฟฟากระแสสลับ



ความนําหรือสภาพนํา (Conductivity) เปนคุณสมบัติของโลหะที่ยอมใหกระแสไหล

ผานตัวนํา (Conductor) ที่ดีที่สุดตามลําดับสภาพนํา คือ เงิน ทองแดง ทองคํา และ

อะลูมิเนียม ซึ่งทองแดงถูกประยุกตใชในทางไฟฟามากที่สุด

ความตานทานรวมทั้งหมดของวงจรประกอบดวย ความ

ตานทานของแหลงกําเนิดกําลัง ความตานทานของสายไฟฟา และ

ความตานทานของโหลดเคร่ืองใชไฟฟาอยางเชน เคร่ืองทําความ

รอน เคร่ืองปงขนมปง จะมีความตานทานของตัวนําสูงจนเกิด

ความรอนมากมายสําหรับเคร่ืองใชไฟฟาน้ัน

ความนําไฟฟา (Conductance)2.3

ความตานทานวงจร (Circuit Resistance)2.4



กฎของโอหม ใชแสดงความสัมพันธระหวางปริมาณกระแส (I) แรงดันไฟฟา (E) 

และความตานทานของวงจรไฟฟากระแสตรง เขียนเปนสูตรไดคือ I = 
E
R

กฎของโอหม (Ohm’s Law)2.5

กฎของโอหมและไฟฟากระแสสลับ (Ohm’s Law and Alternating Current)2.6

ในวงจรไฟฟากระแสตรง ปริมาณกระแสที่ไหลจะถูกตานทานโดยความ

ตานทานทางกายภาพของวัสดุที่กระแสไหลผาน การตานการไหลของกระแสน้ี

เรียกวา ความตานทาน มีหนวยวัดเปน โอหม 

1

ในวงจรไฟฟากระแสสลับ มี 3 ปจจัยที่ตานการไหลของกระแสไฟฟา คือ 1) 

ความตานทานของวัสดุในวงจร 2) อินดักตีฟ รีแอกแตนซของวงจร (X
L
) และ 

3) คาปาซิตีฟ รีแอกแตนซของวงจร (X
C
) 

2



กฎของโอหมเปนความสัมพันธ

ระหวางกระแส แรงดัน และความ

ตานทาน เขียนอยูในสูตร I =     และ

สามารถยายข างไดอีก  2 สูตร คือ 

E = I x R และ R =     ในการใชสูตรท้ัง

สามนี้จะตองทราบคาสองคาถึงสามารถ

หาคาตามสูตรไดv

E
R

E
I

ปดคาท่ีตองการทราบ เหลือ 2 ตัวแปร

จะนําไปใชเปนสูตร

วงกลมสูตรกฎของโอหม (Ohm’s Law Formula Circle)2.7



ขั้นที่ 4: ดําเนินงานคํานวณหาคําตอบ

ขั้นที่ 1: ต อ ง ท ร า บ ว า  คํ า ถ า ม นั้ น ถ า ม ถึ ง 

I, E, R หรือ P

ขั้นที่ 2: ทราบคาอะไรเกี่ยวกับ I, E, R หรือ P

ขั้นที่ 3: เลือกใชสูตรอะไร 

กงลอสูตรและการใชสูตร (Formula Wheel and Using)2.8

การใชกงลอสูตรน้ีแบงออกเปน 4 สวน แต

ละสวนจะมี 3 สูตร เมื่อนําไปใช กับงานจริง

สามารถใชเคร่ืองคํานวณหาคําตอบไดโดยตรง 

โดยมีขั้นตอนดังน้ี



กําลังไฟฟาในวงจรอาจเปน “ประโยชน” 

หรือ “สูญเสียเปลา” ก็ได กําลังไฟฟาสวนใหญ

ท่ีใชโดยโหลด เชน โคมไฟฟลูออเรสเซนต 

มอเตอร หรือองคประกอบของเตาไฟฟาจะถูกใช

ในงานท่ีเปนประโยชน ความรอนท่ีเกิดขึ้นใน

ตัวนํา หมอแปลง และขดลวดมอเตอรจะเปน

งานท่ีสูญเสียเปลา งานท่ีสูญเสียเปลาเหลานี้

ยังคงใชพลังงาน ดังนั้นจึงตองเสียคาใชจายคา

พลังงานดังกลาว เราจึงเรียกงานท่ีสูญเสียเปลา

นี้วา “กําลังไฟฟาสูญเสีย”

กําลังไฟฟาสูญเสียของตัวนํา (Power Losses of Conductors)2.9



เวกเตอร
หนวยการเรียนรูท่ี 2



ป ริ ม า ณ เ ว ก เ ต อ ร  ( Vector

Quantity) คือ ปริมาณท่ีตองการบอกท้ัง

ขนาดและทิศทางจึงจะไดความหมายท่ี

สมบูรณ เชน ความเร็ว ความเรง การ

กระจัด โมเมนตัม และแรง เปนตน ความเร็วตองบอกท้ัง

ขนาดและทิศทาง

สนามแมเหล็กไฟฟาตอง

บอกท้ังขนาดและทิศทาง 
ความเรงตองบอกท้ังขนาดและทิศทาง

แรงตองบอกท้ัง

ขนาดและทิศทาง 



ระนาบพิกัดฉาก

นิยาม : ใหเสนตรงสองเสนต้ังฉากกันที่

จุด O เรียกจุด O วา จุดกําเนิด เรียกเสนใน

แนวนอนวา แกน x เรียกเสนในแนวแกนต้ัง

วา แกน y เรียกแกนทั้งสองวา แกนพิกัดฉาก

แตละแกนเปนเสนจํานวน พิกัดของจุดกําเนิด 

คือ (0 ,  0) และเรียกระนาบดังกลาววา 

ระนาบพิกัดฉาก หรือระนาบ xy แทนจุดแต

ละจุดดวยคูอันดับ (a, b) จุด R เปนจุดที่

แทนดวยคูอันดับ (a, b) ซึ่งเปนพิกัดของจุด 

R



นิยาม : ให C และ D เปนจุดสองจุดในระนาบพิกัดฉาก เมื่อแทนสวนของเสนตรงมีทิศ

ทางออกจากจุด C ไปยังจุด D ดวย CD ดังรูป ก) เรียก CD วา เวกเตอร เรียก C วา 

จุดเร่ิมตน เรียก D วา จุดปลายของเวกเตอร ใชสัญลักษณ  แทนความยาวของสวนเสนตรง

ระหวาง C และ D สวนหัวลูกศรบอกทิศทาง ดังน้ัน เวกเตอรจึงมี 2 สวน คือ ขนาด 

(Magnitude หรือ Length) และทิศทาง (Direction)

เวกเตอร CD เวกเตอร DC 

เวกเตอรในเชิงเรขาคณิต 

เวกเตอรในเชิงเรขาคณิต2.1



เวกเตอรที่เทากัน คือ เวกเตอรที่มีขนาด

เทากันและมีทิศทางเหมือนกัน ไมวาจะอยูใน

ตําแหนงใดในระนาบพิ กัดฉาก หรือจะมี

จุดเร่ิมตนที่จุดกําเนิดหรือไมก็ตาม ดังรูปเปน

ตัวอยางเวกเตอรที่เทากัน สวนของเสนตรงที่

ระบุทิศทางอยูในตําแหนงมาตรฐานคือ มี

จุดเร่ิมตนที่จุดกําเนิดเปนเวกเตอร OR จึง

เรียกเวกเตอรที่อยูในตําแหนงมาตรฐานน้ีวา 

เวกเตอรตําแหนง (Position Vector) สวน

รูปที่ 2.4 เปนเวกเตอรที่ไมเทากัน เน่ืองจากมี

ทิศทางตรงกันขามถึงแมวาจะมีขนาดเทากันก็

ตาม

เวกเตอรท่ีเทากัน

การเทากันของเวกเตอร2.2



ในรูป ก. แทนเวกเตอร v ดวยคูอันดับ (a,

b) ของจํานวนจริง a และ b เปนพิกัดของจุด

ปลาย R ในกรณีที่ไมตองการระบุจุดเร่ิมตนและ

จุดปลายของเวกเตอร ดังรูป ข. เวกเตอร v เปน

เวกเตอรที่ไมใชเวกเตอรตําแหนง ถาเลื่อน PQ 

ไปอยูที่จุดกําเนิด O และจุดปลายอยูที่ R ก็จะได 

OR มีขนาดและทิศทางเดียวกับ PQ และจุด R 

มีพิกัด (a, b) แลวจะแทนเวกเตอร v ในเชิง

พีชคณิตดวยคูอันดับ (a, b) เมื่อ (a, b) เปน

พิกัดของจุดปลายของเวกเตอรตําแหนงที่เทากับ

เวกเตอร v 

ก) เวกเตอร v = OR 

ข) เลื่อนเวกเตอร v ไปจากจุดกําเนิด

เวกเตอรในเชิงพีชคณิต2.3



นิยาม : เวกเตอร v ในระนาบพิกัดฉากในเชิงพีชคณิต คือ คูอันดับของจํานวนจริง (a, 

b) เรียก a และ b วา สวนประกอบ (Component) ของเวกเตอร v และเวกเตอรศูนย คือ 

เวกเตอรที่มีจุดเร่ิมตนและจุดปลายอยูที่เดียวกันซึ่งจะแทนดวย (0, 0)

การหาความยาวของเวกเตอร v

นิยาม : ให v = (a, b) เปนเวกเตอรใน R 

(a,b) คือ เวกเตอร OR ในรูปจากทฤษฎีบทพีทา

โกรัส แสดงความสัมพันธในเรขาคณิตระหวางดาน

ทั้งสามของสามเหลี่ยมมุมฉาก กําลังสองของดาน

ตรงขามมุมฉากเทากับผลรวมของกําลังสองของอีก

สองดานที่เหลือจะพบวา ความยาวของ OR =   

a2 + b2

ขนาดของเวกเตอร2.4



พีชคณิตของเวกเตอร ไดแก การบวกเวกเตอร การลบเวกเตอร และการคูณ

เวกเตอรดวยจํานวนจริงหรือการคูณดวยสเกลาร คําวา “สเกลาร” ในที่นี้หมายถึง 

จํานวนจริง

นิยาม :  ให u = (u
1
, u

2
) และ v = 

(v
1
, v

2
) ผลบวกของเวกเตอร u และ v คือ 

เวกเตอรลัพธ   u + v = (u
1

+ v
1
, u

2
+ 

v
2
) 

การบวกเวกเตอร3.1



กลาวไดอีกอยางวา การบวกเวกเตอรในเชิงพีชคณิต ทําไดโดยการบวกแตละ

สวนประกอบของเวกเตอร สวนในเชิงเรขาคณิตจะหาผลบวกของเวกเตอร u และ v ไดโดย

การสรางสี่เหลี่ยมดานขนานที่มี u และ v เปนสวนประกอบของสี่เหลี่ยมดานขนาน ดังรูป 

ก.) ซึ่งผลบวกของ u + v คือ เวกเตอรที่แทนดวยลูกศรที่เปนเสนทแยงมุมของสี่เหลี่ยมดาน

ขนาน และรูป ข.) พบวา พิกัดของจุดปลายของเสนทแยงมุมซึ่งเปนเวกเตอรลัพธ คือ (u
1

+ 

v
1
, u

2
+ v

2
) น่ันคือ u + v = (u

1
+ v

1
, u

2
+ v

2
) 

ก) เวกเตอรลัพธ u + v ข) พิกัดจุดปลายของเวกเตอรลัพธ

การบวกเวกเตอร



นิยาม :  ให u = (u
1
, u

2
) และ v = (v

1
, v

2
) ผลตางของเวกเตอร u และ v คือ 

u – v = u + (– v) = (u
1

– v
1
, u

2
– v

2
) 

นิยาม : ให u = (u
1
, u

2
) เปนเวกเตอร และ c เปนจํานวนจริง ผลคูณของเวกเตอร u 

กับสเกลาร c คือ เวกเตอร cu = (cu
1
, cu

2
)

เวกเตอร ์cu มีขนาดเท่ากบั c เท่าของขนาดของ u ในเชิงเรขาคณิต cu คือ 

เวกเตอร์ท่ีแทนด้วยลูกศรท่ีมีความยาว c เท่าของขนาดลูกศรท่ีแทน u และมี

ทิศทางเดียวกบั u ถ้า c > 0 และมีทิศทางตรงกนัข้ามกบั u ถ้า c < 0 และ cu เป็น

เวกเตอรศ์นูย ์ถ้า c = 0

การลบเวกเตอร3.2

การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร3.3



เฟสเซอร หมายถึง ปริมาณเวกเตอรที่หมุนเปนวงรอบมีทั้งขนาดและทิศทาง ใชเขียน

แทนรูปคลื่นไซนหรือรูปคลื่นโคไซน โดยขนาดของเวกเตอรจะแทนดวยคาสูงสุดหรือคาใช

งานของรูปคลืน่ สวนทิศทางของเฟสเซอรจะแทนดวยมุมเฟส

เฟสเซอรไดอะแกรม หมายถึง แผนภาพเฟสเซอรที่

ประกอบดวยเสนตรงต้ังแตหน่ึงเสนขึ้นไป โดยแตละเสนใช

แทนหน่ึงปริมาณทางไฟฟากระแสสลับที่เขียนลงบนระนาบ

เชิงซอน (Complex Plane) เทียบกับแกนอางอิงที่มุม 0o

โดยที่ทิศทางหมุนทวนเข็มนาฬิกาเปนมุมบวกและหมุนตาม

เขม็นาฬิกาเปนมุมลบ



การประยุกตใชเวกเตอรเพื่อหาคาปริมาณทางไฟฟาเปนการเขียนเฟสเซอรไดอะแกรมแทน

รูปคลื่นไซนในไฟฟากระแสสลับเพื่อหาคาปริมาณทางไฟฟา เน่ืองจากวิธีทางพีชคณิตไมสามารถใช

กับสมการชั่วขณะไดโดยตรง จะตองแปลงใหอยูในรูปสมการเฟสเซอรกอนจึงจะใชวิธีทางพีชคณิต 

โดยศึกษาจากตัวอยางตอไปน้ี

ตัวอยาง แรงดันไฟฟาและกระแสไฟฟาในวงจร รูป ก)–ข) เฟสเซอรแรงดัน V
R

และ

กระแส I
R

เทากับเทาใด พรอมเขียนเฟสเซอรไดอะแกรม

ก) วงจรความตานทานอยางเดียว ข) รูปคลื่นแรงดันและกระแสของวงจร



วิธีทํา

คําตอบ นําคา V
R

และ I
R

มาเขียนเฟสเซอรไดอะแกรม 

แสดงขนาดและทิศทางแทนรูปคลื่น ดังรูป

เฟสเซอรไดอะแกรมของแรงดันและกระแส

แปลงสมการชั่วขณะ v
R

และ i
R

ไปเปนสมการเฟสเซอร V
R

และ IR



เง่ือนไขความรู้

สมการ i
R

และ v
R

เรียกว่า สมการชัว่ขณะ ใช้ตวัอกัษรพิมพเ์ลก็ (i
R

= I
P

sin ωt ; 

v
R

= VP sin ωt)
1.

ω = 2πf คือ ความเรว็เชิงมมุ และ θ คือ มมุเฟส2.

โหลดมีสภาพเป็นความต้านทาน ความสมัพนัธเ์ฟสจึงเป็นเฟสร่วมกนั (inphase) 

ของแรงดนัและกระแสเสมอ 
3.

การแปลงระหว่างค่าใช้งานและค่าสงูสดุ ใช้สตูรรว่ม คือ V
rms

= 0.707Vp ; 

V
P

= 1.414 V
rms

เมื่อ V
rms

คือค่าใช้งาน, V
P

คือค่าสงูสดุของคล่ืนสญัญาณ
4.

นําค่าใช้งานมาเขียนเฟสเซอร ์(V
R

= V
R θ , I

R
= I

R θ )5.



เมทริกซ
หนวยการเรียนรูท่ี 3



เมทริกซ (Matrices) หมายถึง แถวลําดับของจํานวนจริง สัญลักษณ นิพจน หรือของ

ฟงกชันที่นํามาเรียงกันเปนแถวในแนวนอนและแนวต้ัง

นิยาม : ให m, n เปนจํานวนเต็มบวก เมทริกซขนาด m x n หมายถึง กลุมของ

จํานวนจริงหรือจํานวนเชิงซอนชุดหน่ึงเรียงกัน m แถว (row) แถวละ n หลัก (column)

โดยจัดเรียงใหอยูในเคร่ืองหมายวงเล็บ [ ] หรือ ( ) ใหคลุมจํานวนที่อยูขางใน และเรียกแต

ละจํานวนในเมทริกซวาเปนสมาชิกของเมทริกซ ให A เปนเมทริกซขนาด m x n โดยที่มี a
ij

เปนสมาชิกในแถวที่ i หลักที่ j โดยแทนสัญลักษณอยางยอ คือ A = [a
ij
]
m x n 

หรือแทนเมท

ริกซที่กลาวน้ีดวยสัญลักษณดังน้ี 

ความหมายของเมทริกซ1.1

นิยามของเมทริกซ1.2



เมทริกซ A ขนาด 2 × 3 เน่ืองจากมี 2 แถว และมี 3 หลัก และสมาชิกในตําแหนง 

(2, 3) ของเมทริกซ A คือ a
23

= 5 และสมาชิกในตําแหนง (1, 2) ของเมทริกซ B คือ a
12

= 

4



นิยาม : เรียกเมทริกซท่ีมีหลักเดียววา เวกเตอรหลัก

เวกเตอรหลัก (Column vector)

นิยาม : เมทริกซจัตุรัส คือ เมทริกซท่ีมีจํานวนแถวและจํานวนหลักเทากัน นั่นคือ m = n 

และเรียกวา เมทริกซจัตุรัสท่ีมีขนาด n เรียกสมาชิก a
11

, a
22

, … , ann ในเมทริกซวา เปน

สมาชิกบนแนวทแยงมุมหลัก (Main diagonal) ของเมทติกซ A และอาจเรียก A วา เมทริกซ

อันดับ n และเขียน A
n

แทน 
An x n 

เมทริกซจัตุรัส (Square matric)

นิยาม : เมทริกซเอกลักษณ คือ เมทริกซจัตุรัสท่ีมี 1 เปนสมาชิกบนแนวทแยงมุมหลักสวน

สมาชิกอื่น ๆ เปน 0 ทั้งหมด

เมทริกซเอกลักษณ (Identity matric)

นิยาม : เรียกเมทริกซท่ีมีแถวเดียววา เวกเตอรแถว

เวกเตอรแถว (Row vector)



นิยาม : เมทริกซสามเหลี่ยมบน คือ เมทริกซจัตุรัส ซ่ึงสมาชิกท่ีอยูใตแนวทแยงมุมหลักเปน 

0 ทั้งหมด

เมทริกซสามเหลี่ยมบน (Upper triangular matric)

นิยาม : เมทริกซศูนย คือ เมทริกซท่ีสมาชิกทุกตัวเปน 0 เขียนแทนดวย 0

เมทริกซศูนย (Zero matric)

นิยาม : เมทริกซสามเหลี่ยมลาง คือ เมทริกซจัตุรัส ซ่ึงสมาชิกท่ีอยูเหนือแนวทแยงมุมหลัก

เปน 0 ทั้งหมด

เมทริกซสามเหลี่ยมลาง (Lower triangular matric)

นิยาม : ถา A เปนเมทริกซขนาด m x n เมทริกซสลับเปลี่ยนของ A เขียนแทนดวย 

AT คือ เมทริกซท่ีเกิดจากการสลับแถวและหลกัของเมทริกซ A (AT อานวา เอทรานสโพส) 

เมทริกซสลับเปลี่ยน (Transpose of a matric)



ดีเทอรมิแนนตของเมทริกซจัตุรัส (Determinant of a square matric)

กําหนดใหเมทริกซ A = [a
ij
]n x n = 

นิยาม : ดีเทอรมิแนนตของเมทริกซขนาด 2 × 2 ให A = 

ดีเทอรมิแนนตของ A เขียนแทนดวย det(A) หรือ A หรือ 

กําหนดให det(A) = A =   = a
11

a
22

- a
21

a
12



นิยาม : ใหเมทริกซ A = [a
ij
]
n x n 

สัญลักษณ M
ij

หมายถึง เมทริกซท่ีไดจากการตัดแถวท่ี i

และหลักท่ี j ของเมทริกซ A ออก เรียก   หรือ det(M
ij
) วา ไมเนอรของสมาชิก aij ใน A เรียก 

C
ij
= (–1)i+j วา โคแฟกเตอร (c

of
) ของสมาชิก a

ij
ใน A

โคแฟกเตอร (Cofactor)

นิยาม : ให A เปนเมทริกซขนาด n x n เมื่อ n = 2, 3, … เมทริกซผูกพันของ A คือ เมท

ริกซ [C
ij
(A)]T เขียนแทนดวย adj(A) 

เมทริกซผูกพัน (Adjoint matric)

นิยาม : ให A เปนเมทริกซขนาด n x n เมื่อ n = 2, 3, … เมทริกซผูกพันของ A คือ เมท

ริกซ [C
ij
(A)]T เขียนแทนดวย adj(A) 

เมทริกซผูกพัน (Adjoint matric)



นิยาม : ให A = [a
ij
]m x n และ B = [b

ij
] เปนเมทริกซขนาด m x n เมทริกซ A = B 

ถา a
ij

= b
ij

สําหรับ i = 1, 2, …, m และ j = 1, 2, …, n (เมทริกซที่เทากันตองมี

ขนาดเดียวกัน)

นิยาม : ให A = [a
ij
] และ B = [b

ij
] เปนเมทริกซ

ขนาด m x n ผลบวกของเมทริกซ A และ B คือ A + B = 

[a
ij

+ b
ij
]  สําหรับ i = 1, 2, …, m และ j = 1, 2, …, n 

(เมทริกซที่จะบวกกันได ตองมีขนาดเดียวกัน)

การเทากันของเมทริกซ2.1

การบวกเมทริกซ2.2



นิยาม : ให A = [a
ij
]
m x n 

เปนเมทริกซขนาด m x n และ c เปนสเกลารแลว cA = [ca
ij
]
m x n 

สําหรับ i = 1, 2, …, m และ j = 1, 2, …, n

จากคูณเมทริกซดวยสเกลาร ทําใหสามารถหาผลตางของเมทริกซได ถาแทนเมทริกซ (–1)A ดวย 

–A จะเรียก –A วา นิเสธ (negative) ของ A ซึ่งหมายถึง เมทริกซที่นําไปบวกกับ A แลวไดเมทริกซศูนย

นิยาม : ให A และ B เปนเมทริกซที่มีขนาดเดียวกัน A – B = A + (– B) 

นิยาม : ให A เปนเมทริกซขนาด m x n และ B เปนเมทริกซขนาด n x p ผลคูณ AB คือ 

เมทริกซ C = [c
ij
] ที่มีขนาด m x p เมื่อ c

ij
= ai

1
b

1j 
+ a

i2
b

2j 
+ … + a

in
b

nj
=  

(จะหาผลคูณ AB ไดตอเมื่อจํานวนหลักของเมทริกซตัวต้ัง (A) 

ตองเทากับจํานวนแถวของเมทริกซตัวคูณ (B)) 

การคูณเมทริกซดวยสเกลาร2.3

การลบเมทริกซ2.4

การคูณเมทริกซ2.5



การแกระบบสมการเชิงเสนมีวิธีที่ใชทั่วไปคือ การใชเมทริกซผกผัน การใชกฎ

ของคราเมอร และการใชเมทริกซแตงเติม ในหัวขอน้ีจะศึกษาเฉพาะการใชเมทริกซ

ผกผันและกฎของคราเมอรของเมทริกซ

นิยาม : ให A และ B เปนเมทริกซ

จัตุรัสขนาด n x n ถา AB = BA = I เรียก 

B วา เมทริกซผกผันของ A (หรืออินเวิอร

สการคูณของ A) และเขียนแทนดวย B = 

A–1 ดังนั้น AA–1 = A–1A = I (A–1 อานวา 

เออินเวิอรส) 



ถาระบบสมการเชิงเสนมีจํานวนสมการเทากับจํานวนตัวแปรแลว เมทริกซ

สัมประสิทธ์ิ A ของระบบสมการจะเปนเมทริกซจัตุรัส ดังน้ันอาจมี A–1 ในกรณีที่มี A–

1 สามารถใช A–1 ในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนได เพราะวา AA–1 = In 

และเน่ืองจาก

AX = B หาคา X โดยนําคา A–1 มาคูณทั้งสองขางสมการ

ดังน้ัน   X = A–1B 

การแปลงระบบสมการเชิงเสนใหอยูในรูปสมการเมทริกซ ถามี 2 สมการ 2 ตัว

แปร ไดเปน

a
1
x + b

1
y = d

1
……………………..  1

a
2
x + b

2
y = d

2
……………………..  2

การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยใชเมทริกซผกผัน3.1



เขียนแทนดวยสัญลักษณ AX = B โดยที่

เรียก A วา เมทริกซสัมประสิทธ์ิ เรียก X วา เมทริกซตัวแปร และเรียก B วา 

เมทริกซคาคงตัว 

โดยนําสัมประสิทธิ์ของ x และ y มาเรียงเปนแถว 2 แถว เปนเมทริกซขนาด 2 × 

2 ไดเปน



สําหรับระบบสมการเชิงเสนที่

มีจํานวนสมการเทากับจํานวนตัว

แปร การหาอินเวอรสการคูณ (A–

1) โดยใชเมทริกซผูกพัน [adj(A)] 

อาจเสียเวลาในการคํานวณมาก 

กฎของคราเมอรจึงเปนอีกวิธีหนึ่ง

ในการหาคําตอบโดยอาศัยเพียง

การคํานวณคาของดีเทอรมิแนนต



การประยุกตใชเมทริกซเพ่ือหาคาปริมาณทางไฟฟา ในหัวขอน้ีจะกลาวเฉพาะ

การประยุกตใชเมทริกซผกผันและกฎของคราเมอรของเมทริกซตามวิธีการที่กลาว

ขางตน โดยศึกษาจากตัวอยางตอไปนี้

เขียนสมการของกระแสโดยใชกฎของ

เคอรชอฟฟ ไดเปน 7I
1

+ 5I
2

= 10 

และ 5I
1

+ 8I
2

= 5 จงคํานวณหา

กระแสไฟฟาที่ไหลผานตัวตานทาน

แตละตัวโดยใชเมทริกซผกผันและกฎ

ของคราเมอร

ตัวอยาง



วิธีทํา สมการกระแสที่ไหลผานตัวตานทานแตละตัวในวงจรโดยใชกฎของเคอรชอฟฟ ได

เปน

7I
1

+ 5I
2

=    10 …………………………. 1

5I
1

+ 8I
2

=    5   …………………………. 2

ประยุกตใชเมทริกซผกผันเพื่อหาคากระแส

แปลงระบบสมการเชิงเสนใหอยูในรูปสมการเมทริกซขนาด 2 × 2 ในรูป AX = B



หมายเหตุ 

1 I
3

= I
1

+ I
2

เปนผลจากกฎ 

กระแสของเคอรชอฟฟวา ท่ีจุดใด ๆ 

ผลรวมของ กระแสไหลเขาเทากับ

ผลรวมของกระแสไหลออก                        

2 I
2

= –0.47 เคร่ืองหมายลบ 

หน า ตัว เลขเปนการบอกทิศทาง

กระแสวา ทิศทาง กระแสในวงจรมี

ทิศทางตรงกันขามกับทิศทางท่ี ก 

าหนดไวตามหัวลูกศร 



แปลงระบบสมการเชิงเสนใหอยูในรูปสมการเมทริกซขนาด 2 × 2 ในรูป AX = B

ประยุกตใชกฎของคราเมอรเพื่อหาคากระแส



ในทางไฟฟ้าผลการคํานวณมีความคลาดเคลื่อนเพียง

เลก็น้อยอนัเน่ืองมาจากการปัดเศษทศนิยม ซึง่ถอืไดว้่า ผลการ

คํานวณมีค่าเท่ากัน และสามารถตรวจสอบคําตอบ เช่นจาก

สมการ   1  คอื 7I
1

+ 5I
2

= 10 โดยการแทนคา่ ไดเ้ป็น

(7)(1.77) + (5)(–0.48) =  10

12.39 – 2.4 = 9.99 ≅ 10 π

หมายเหต ุ



ดีเทอรมแินนต
หนวยการเรียนรูท่ี 4



ดีเทอรมิแนนตหรือตัวกําหนด หมายถึง จํานวนจริงที่อยูคูกับเมทริกซจัตุรัส ถา A เปนเมทริกซ

จัตุรัส แทนดีเทอรมิแนนตของ A ดวย det(A) หรือ  A ในการพิจารณาระบบสมการเชิงเสนวา มี

คําตอบหรือผลเฉลยหรือไม หรือมีคําตอบชุดเดียวหรือหลายชุด จะพิจารณาไดจากดีเทอรมิแนนตของ

เมทริกซสัมประสิทธิ์ของระบบสมการเชิงเสนได

นิยาม : ถา A = [a] เปนเมทริกซขนาด 1 "×"  1 ดีเทอรมิแนนตของเมทริกซ A คือ det(A) 

= a เชน ให B = [–6] ได det(B) =  – 6  ในกรณีนี้ B เปนเมทริกซขนาด 1 × 1 

จะไมเขียนวา   – 6 แทนดีเทอร-มิแนนตเพราะอาจทําใหเขาใจผิดวา เปนคาสัมบูรณของ –6 ได

ความหมายของดีเทอรมิแนนต1.1

นิยามของดีเทอรมิแนนต1.2

ดีเทอรมิแนนตของเมทริกซขนาด 1 × 1 (ดีเทอรมิแนนตอันดับ 1)1.



นิยาม : ถา A =  เปนเมทริกซขนาด 2 × 2 แลว    A

ดีเทอรมิแนนตของ A คือ det(A) =   = a
11

a
22

– a
21

a
12

เมื่อใชแผนภาพเห็นไดวา การคูณจํานวนในแนวทแยง โดยนําผลลัพธจากการคูณสมาชิกใน

แนวทแยงลง (a
11

a
22

) ลบดวยผลคูณของสมาชิกในแนวทแยงขึ้น (a
21

a
12

) 

ดีเทอรมิแนนตของเมทริกซขนาด 2 × 2 (ดีเทอรมิแนนตอันดับ 2)2.



วิธีหาดีเทอรมิแนนตที่กลาวมาในขอ 4.1.2 น้ันใชไดกับเมทริกซจัตุรัสอันดับ 1, 2 

และ 3 เทาน้ัน สําหรับเมทริกซจัตุรัสที่มีอันดับ n ใด ๆ จะสามารถหาดีเทอรมิแนนต

โดยวิธีการกระจายโคแฟกเตอร

นิยาม : ถา A เปนเมทริกซขนาด n x  n 

ไมเนอรของสมาชิก a
ij

ซ่ึงแทนดวย M
ij

คือ 

เมทริกซขนาด (n – 1) x  (n – 1) ที่ไดจาก

การตัดแถวที่ i หลักที่ j ของ A ออก



การหาคาดีเทอรมิแนนตของเมทริกซ โดยวิธีกระจายโคแฟกเตอรน้ัน จะเกิดความ

ยุงยากและใชเวลานานขึ้นในการหาดีเทอรมิแนนตอันดับสูง ๆ สมบัติของดีเทอรมิแนนตจะ

ชวยใหการหาคาดีเทอรมิแนนตของเมทริกซทําไดงายขึ้น ดังน้ี

เชน A =     ได det(A) =   = 0

B =     ได det(B) =   = 0

1. ถาสมาชิกในแถวใดแถวหน่ึง หรือหลักใดหลักหน่ึงเปนศูนยทั้งหมดแลว det(A) = 0



เชน A =   และ B = 

ถา B เปนเมทริกซที่ไดจากเมทริกซ A โดยการคูณสมาชิกแตละตัวในแถวที่ i หลักที่ j 

ของ A ดวย c เมื่อ c คือ สเกลารใด ๆ แลว det(B) = c x det(A)

2.

เห็นไดวา สมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 2 ของ B เปน 2 เทา

ของสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 2 ของ A เม่ือหา det(A) = 23 

และ det(B) = 46 ดังนั้น det(B) = 2det(A)



เชน A = ได  det(A)  =     =  4 

และ B =   เกิดจากการสลับแถวที่ 1 และ 3 ของเมทริกซ A

ได det(B) =    =  -4 

ดังนั้น  det(B) = -det(A) 

ถา B เปนเมทริกซที่ไดจากการสลับสองแถวหรือหลักใด ๆ ของเมทริกซ A แลว 

det(B) = -det(A)

3.



เชน A =   และ B =  

det(A) = 0 เพราะแถวที่ 1 เหมือนกับแถวที่ 3

det(B) = 0 เพราะหลักที่ 2 เหมือนกับหลักท่ี 3

เชน A =  

เห็นไดวา แถวที่ 1 ของ A เกิดจากการคูณแถวที่ 3 ดวย 4 ดังนั้น det(A) = 0

4. ถาสองแถวหรือหลักใด ๆ ของ A เหมือนกันแลว det(A) = 0

5. ถาแถวหรือหลักหน่ึงของ A เปน c เทาของอีกแถวหรือหลักหน่ึง เมื่อ c คือ สเกลาร

ใด ๆ แลว det(A) = 0



เชน A  =    ดังนั้น AT =  

และ det(A) = det(AT) = 23

6. ถา A เปนเมทริกซขนาด n x  n แลว det(A) = det(AT)



เชน A  =    และ B  =   

det(A) = –5  และ  det(B) = –32 และ

AB =   และ det(AB) = 160

7. ถา A และ B เปนเมทริกซขนาด n x  n แลว det(AB) = det(A)det(B)

ดังน้ัน det(AB) = det(A)det(B) = 160  

แตมีขอควรระวังในการใช  คือ ดีเทอรมิแนนต

ของผลบวกไมเทากับผลบวกของดีเทอรมิแนนต น่ันคือ 

det(A + B) ≠ det(A) + det(B)



กฎของคราเมอรเปนกฎท่ีใชสําหรับแกระบบสมการเชิงเสน ผู คิดคนกฎนี้ เปนนัก

คณิตศาสตรชาวสวิสเซอรแลนด ชื่อ กาเบรียล คราเมอร ซ่ึงกฎของคราเมอรที่ไดกลาวถึงในบทท่ี 

4 แลวนั้นเปนกฎเดียวกันที่ใชทั้งเมทริกซและดีเทอรมิแนนตของเมทริกซ ดังนี้

เม่ือกําหนดระบบสมการเชิงเสนท่ีมี n สมการ และ n ตัวแปร ให AX = B เปนสมการ

เมทริกซที่สัมพันธกับระบบสมการนี้ ให X =  , B =   และ A เปนเมทริกซ

สัมประสิทธิ์ X เปนเมทริกซตัวแปร และ B เปนเมทริกซคาคงตัว ถา det(A) ≠ 0 แลว 

คําตอบของระบบสมการเชิงเสนนี้ คือ



การประยุกตใชดีเทอรมิแนนตเพ่ือหา

คาปริมาณทางไฟฟาในบทน้ีไดนําเสนอไว 

2 วิธี คือ วิธีหาคาดีเทอรมิแนนตโดยการ

เพ่ิมหลัก และโดยการกระจายโคแฟก

เตอร เมื่อไดคาดีเทอรมิแนนตแลวจะ

ประยุกตใชกฎของคราเมอรเพ่ือหาคา

ปริมาณทางไฟฟา เชน กระแสไฟฟา

แรงดันไฟฟา ตอไป 



เรขาคณิตวิเคราะห
หนวยการเรียนรูท่ี 5



เรขาคณิตวิเคราะหเปนแขนงหน่ึง

ของคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับรูปราง

วาดวยความสัมพันธระหวางเสน มุม 

การวัดพ้ืนที่ และปริมาตรที่เกี่ยวของ

กับรูปบนพ้ืนราบวาดวยรูปสามเหล่ียม 

รูปส่ีเหล่ียม และรูปวงกลม เปนตน 

และที่ เกี่ ยวของกับรูปทรงวาดวย

ลู ก บ า ศ ก  ท ร ง ก ล ม  แ ล ะ ก ร ว ย 

เปนตน



ระนาบพิกัดฉาก  (Rectangular Plane)

คือ ระนาบที่เกิดจากเสนจํานวนจริงสองเสนตัดกัน

เปนมุมฉาก เ รียกวา แกนพิ กัดฉากหรือแกน

โคออรดิเนต (Coordinate Axis) เสนหนึ่งอยูใน

แนวนอน (Horizontal) เรียกวา แกน x อีกเสน

หน่ึงอยูในแนวตั้ง (Vertical) เรียกวา แกน y จุดที่

เสนทั้ งสองตัดกันเ รียกวา  จุดกําเ นิด (Origin 

Point) จุดน้ีจับคูกับคูอันดับ (0, 0) เปนจุดที่แทน

0 บนแกนจํานวนจริงทั้งสอง ดังรูป)

แกนโคออรดิเนต 



แกนโคออร ดิ เนตจะแบ ง ระนาบ  xy

ออกเปน 4 สวน แตละสวนเรียกวา จตุภาค

หรือ ควอแดรนต (Quadrant) เชน สวนที่อยู

ทางซายของแกน y และเหนือแกน x เรียกวา 

จตุภาคที่ 2 และสวนที่อยูทางขวาของแกน y 

และใตแกน x เรียกวา จตุภาคที่ 4 เปนตน

จตุภาคท้ัง 4



ถา P (x, y) เปนจุดใด ๆ บนระนาบ ดังรูป 

แลวลาก PQ ต้ังฉากกับแกน x ที่ Q และลาก PR 

ต้ังฉากกับแกน y ที่ R ใหระยะ OQ เปน x เรียกวา 

พิกัด x (x–coordinate) หรือเรียกวา พิกัดที่ 1

(Abscissa) ของจุด P ใหระยะ OR เปน y เรียกวา

พิกัด y (y–coordinate) หรือเรียกวา พิกัดที่ 2 

(Ordinate) ของจุด P x และ y เรียกรวมวา พิกัด

ของจุด P เขียนแทนดวยสัญลักษณ P(x, y) อานวา 

จุด P มีพิกัด x, y จุด P บนระนาบพิกัดฉาก

ดังน้ัน จุด P บนระนาบจะมีคูอันดับที่เขียนแทนดวย (x,

y) บอกตําแหนง และถากําหนดคูอันดับ (x, y) มาใหก็สามารถ

หาตําแหนงของจุด P ได



โพรเจกชันของจุด P บนเสนตรงใด ๆ คือ จุด P’ ซ่ึง

เกิดจากลากเสนตรงจากจุด P มาตั้งฉากกับเสนตรง

น้ัน

โพรเจกชันของ P บนเสนตรง

โพรเจกชันของจุดบนแกน x 

และแกน y

โพรเจกชันของจุด P (x, y) ใด ๆ บนแกน x คือจุด P’(x, 0)

โพรเจกชันของจุด P (x, y) ใด ๆ บนแกน y คือจุด P’ (0, y) เชน 

โพรเจกชันของจุด (3, 4) บนแกน x คือจุด P’ (3, 0)

โพรเจกชันของจุด (–5, 1) บนแกน y คือจุด P’ (0, 1)

โพรเจกชัน (Projection)3.1



การหาระยะทางระหวางจุดสองจุดบนเสนจํานวน เชน P
1

มีพิกัดเปนจํานวนจริง X
1

และ P
2

มี

พิกัด x
2

ระยะ P
1
P

2
คือ คาสัมบูรณของ x

1
– x

2
หรือคาสัมบูรณของ x

2
– x

1
(โดยไมคํานึงวาจะใช x ใด

เปนตัวต้ังกอน)เขียนแทนดวย

การหาระยะทางระหวางจุดสองจุดบนระนาบ ถาให P
1
(x

1
, y

1
) และ P

2
(x

2
, y

2
) อยูบนเสนตรงแลว

ไมขนานกับแกน x และไมขนานกับแกน y จากจุด P
1

และ P
2

ลากเสนตรงใหขนานกับแกน x และแกน 

y ตัดกันที่จุด Q แลวจุด Q มีพิกัดเปน (x
2
, y

1
) 

ระยะทางระหวางจุดสองจุด

จากรูปได    และได    

เนื่องจากสามเหล่ียม P
1
QP

2
เปนสามเหล่ียมมุมฉาก โดยใช

ทฤษฎีพีทาโกรัส นั่นคือ ระยะหางระหวางจุด P
1
(x

1
, y

1
) และ 

P
2
(x

2
, y

2
) หาไดจากสูตร

การหาระยะทางระหวางจุดสองจุดบนระนาบ3.2



การแบงสวนของเสนตรงแบงออกเปน 2 ประเภท คือ การแบงภายในสวนของเสนตรง และ

การแบงภายนอกสวนของเสนตรง และในหัวขอน้ีกลาวถึงเฉพาะการแบงภายในสวนของเสนตรง

การหาพิกัดของจุดแบงภายในสวนของเสนตรง เมื่อ P เปนจุดแบง ดังรูป

ให A(x
1
, y

1
) เปนจุดเริ่มตน และ B(x

2
, y

2
) เปนจุดปลายของสวนของเสนตรงบนระนาบ 

ให P(x, y) เปนจุดแบงภายในสวนของเสนตรง 

AB ออกเปนอัตราสวน AP : PB = r
1

: r
2

ระยะ AP = r
1

และระยะ AB = r
1

+ r
2

AD = x – x
1

AC = x
2

– x
1

PD = y – y
1

BC = y
2

– y
1

จุด P เปนจุดแบงภายใน

สวนของเสนตรง AB

จุดแบงสวนของเสนตรง3.3



ได เมื่อดําเนินการหาคา x ไดเปน

จาก 

ได เมื่อดําเนินการหาคา y ไดเปน

สามเหล่ียม APD คลายกับสามเหล่ียม ABC จะไดสมบัติที่เปนจริง คือ

จาก เมื่อแทนคาดวยระยะ



นั่นคือ  พิกัดของจุดแบง คือ

ในกรณีที่แบงสวนของเสนตรง AB ออกเปน 2 สวนเทา ๆ กัน คือ อัตราสวน AP : PB = r
1

: r2 = 

1 : 1 จะได

พิกัดของจุดแบงคือ 

ถาให P และ Q เปนจุดสองจุดใด ๆบนระนาบ จะ

ลากเสนตรงผานจุด P และ Q ไดเพียงหน่ึงเสนและเพียง

เสนเดียวเทาน้ัน ดังรูปซ่ึงการบอกลักษณะของเสนตรง 

อาจบอกในลักษณะของความเอียงของเสนตรงหรือความ

ชันของเสนตรงก็ได
ลากเสนตรงผานจุด P และ Q

ความเอียงและความชันของเสนตรง3.4



ความเอียง (Inclination) หรอืมุมเอยีงของเสน้ตรง คอื มุมทีเ่สน้ตรงทํากบัแกน x ทีว่ดั

จากแกน x ไปยงัเสน้ตรงในทศิทางทวนเขม็นาฬกิา 

ความเอยีงของเสน้ตรงทีข่นานกบัแกน x มคีา่เป็นศนูย์

ดงันัน้ ถา้ให ้θ แทนความเอยีงของเสน้ตรง 0 ≤ θ < 180o หรอื 0 ≤ θ < π 

ความชนั (Slope) ของเส้นตรง คอื 

ค่าแทนแจนต์ของมุมทีเ่สน้ตรงนัน้ทํา

กบัแกน x หรอืแทนแจนตข์องความ

เอยีง ถา้ให้ m แทนความชนัของ

เสน้ตรงแลว้ จะได ้m = tan θ



เสนตรงทํามุม θ กับแกน x



สมการเสนตรงหาไดจากความสัมพันธระหวางจุดบนเสนตรงตามเง่ือนไขตาง ๆ ท่ีกําหนดใหมี

หลายรูปแบบ ดังน้ี

สมการเสนตรง3.5

เสนตรงท่ีกําหนดจุดและความชัน

สมการเสนตรงเมื่อกําหนดจุดและ

ความชันมาให 

เสนตรงที่ผานจุด P
1
(x

1
, y

1
) และมีความชัน m 

1.

เสนตรงท่ีกําหนดจุดสองจุดมาให

สมการเสนตรงเมื่อกําหนด

จุดสองจุดมาให

เสนตรงที่ผานจุด P
1
(x

1
, y

1
) และ 

P
2
(x

2
, y

2
) โดยที่ x

1 ≠ x
2

2.



เสนตรงท่ีกําหนดความชันและ

สวนตัดแกน

สมการเสนตรงเมื่อกําหนดความชันและ

สวนตัดแกน Y

เสนตรงที่มีความชัน m และสวนตัดแกน Y 

ที่จุด (0, b) 

3. 4. สมการเสนตรงเมื่อกําหนดสวนตัด

แกน x และสวนตัดแกน y

สมการเสนตรงที่มีสวนตัดแกน x เปน 

a และสวนตัดแกน y เปน b

เสนตรงท่ีกําหนดสวนตัดแกน x 

และสวนตัดแกน y



เสนโคงท่ีเกิดจากการนําระนาบไปตัดกรวยกลมตรงมาตรฐาน โดยไมผานจุดยอดของกรวยจะ

ไดเสนโคง ไดแก วงกลม พาราโบลา วงรี และไฮเปอรโบลา ซ่ึงในหัวขอน้ีจะกลาวเฉพาะวงกลมและ

พาราโบลา 

วงกลม คือ เซตของจุดบนระนาบซ่ึงอยูหางจากจุดคงท่ี

จุดหน่ึงเปนระยะทางเทากันเสมอ จุดคงท่ีน้ีเรียกวา จุด

ศูนยกลางของวงกลม และระยะทางท่ีเทากัน เรียกวา รัศมีของ

วงกลม (r) 

วงกลมท่ีมีจุดศูนยกลาง

ท่ี C(0, 0) และมีรัศมี r

วงกลม (Circle)4.1

สมการวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ี 

C(h, k) และรัศมี r



พาราโบลา คือ เซตของจุดบนระนาบซ่ึงอยูหางจากเสนตรงคงท่ีเสนหน่ึง และจุดคงท่ี

จุดหน่ึงเปนระยะทางเทากันเสมอ โดยมีชื่อเรียกตาง ๆ ดังน้ี

พาราโบลา (Parabola)4.1

ความหมายของพาราโบลา1.

เสนตรงคงที่ เรียกวา เสนไดเรกตริกซ (Directrix)

จุดคงที่ เรียกวา โฟกัส (Focus)

เสนตรงซึ่งผานโฟกัสและต้ังฉากกับเสนไดเรกตริกซ เรียกวา แกนของพาราโบลา

จุดท่ีกราฟของพาราโบลาตัดกับแกนของพาราโบลา เรียกวา จุดยอดของ

พาราโบลา

คอรดที่ลากผานโฟกัสและต้ังฉากกับแกนของพาราโบลา เรียกวา เลตัสเรกตัม 

(Latus Rectum)



1) สมการของพาราโบลาท่ีมีจุดยอดอยู ท่ีจุดกําเนิด โฟกัสอยู ท่ีจุด (c, 0) เสน

ไดเรกตริกซคือ เสนตรง x = –c และมีแกน x เปนแกนของพาราโบลา 

ก) เมื่อ c < 0 ข) เมื่อ c > 0

พาราโบลาท่ีมีแกนของรูปอยูบนแกน x

สมการของพาราโบลา2.



2) สมการของพาราโบลาท่ีมีจุดยอดอยูท่ีจุดกําเนิด โฟกัสอยูท่ีจุด (0, c) เสน

ไดเรกตริกซ คือ เสนตรง y = –c และมีแกน y เปนแกนของพาราโบลา 

ก) เมื่อ c < 0 ข) เมื่อ c > 0

พาราโบลาท่ีมีแกนของรูปอยูบนแกน y



การประยุกตใชเรขาคณิตวิเคราะหเพื่อหาคาปริมาณทางไฟฟาสามารถศึกษาจากตัวอยาง

ตอไปน้ี

ตัวอยาง จากรูป ความชันของแรงดันไฟฟาเปนเทาใด 

ก) แรงดันเพิ่มขึ้น ข) แรงดันลดลง



วิธีทํา ก)  ในรูป ก) แรงดันเพิ่มข้ึนจาก 0 V ไปเปน +10 V ในเวลา 5 ms ดังนั้น

ความชัน:   m  

คําตอบ

นั่นคือ แรงดันเพิ่มข้ึน 2 V/ms

ข) ในรูป ข) แรงดันลดลงจาก +5 V ไปเปน 0 V ในเวลา 100 ms ดังนั้น

ความชัน:   m  

คําตอบ

นั่นคือ แรงดันลดลง 50 V/s



เรขาคณิตวิเคราะห
หนวยการเรียนรูท่ี 6



ฟงกชันเปนความสัมพันธที่มีสมบัติเฉพาะวา ถาสมาชิกตัวหนา 

(Domain) ของคูอันดับใด ๆ ที่เปนสมาชิกของความสัมพันธน้ันมีคา

เทากันแลว สมาชิกตัวหลัง (range) ของคูอันดับดังกลาวตองเทากัน 

กลาวคือ ความสัมพันธ f เปนฟงกชันก็ตอเมื่อถา (x, y) และ (x, z) เปน

สมาชิกของ f แลวจะไดวา y = z ดังตัวอยาง

y    =   2x + 1

f(x) =   2x + 1
y  =  f(x)



กาํหนดฟังกช์นั y  =  f(x)

เลอืก  A(x
1
, y

1
) เป็นจดุใด ๆ บน f(x)

ถ้า x เปลี่ยนค่าไปจากเดิม ∆x ทําให้ y

เปลีย่นคา่ไปจากเดมิ ∆y

นัน่คอื   y + ∆y  =  f(x + ∆x)

∆y  =  f(x + ∆x) – f(x) 

อนุพันธของฟงกชันตามความหมายทางเรขาคณิตของอนุพันธ หมายถึง รูปแบบ

ของสมการที่ประกอบดวยอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y เทียบกับ x ตั้งแต x = x
1

จนถึง x = x
1

+ ∆x ดังรูป



บทนิยามของอนุพนัธ ์: อนุพนัธข์อง y เทยีบกบั x คอื ลมิติของ เมือ่ ∆x มคีา่

เขา้ใกลศ้นูย ์เขยีนแทนดว้ย ∆x 
∆y 

เมือ่ลมิติหาคา่ได ้จะเรยีกคา่ของลมิติน้ีวา่ อนุพนัธข์องฟังกช์นั โดยขัน้ตอนวธิกีารหาคา่

ของอนุพนัธ์ เรยีกวา่ ดฟิเฟอเรนชเิอต (Differentiate) หรอืทีเ่รยีกกนัสัน้ ๆ วา่ ดฟิ (Diff)

dx 
dy

อ่านวา่ ดวีายบายดเีอกซ ์เป็นสญัลกัษณ์แทน อตัราการเปลีย่นแปลงของ y เทยีบ

กบัการเปลีย่นแปลงของ x ขณะที ่x มคีา่ใด ๆ หรอืบางครัง้เรยีกวา่ ดฟิวายเทยีบ

กบัเอกซ ์และ   ≠

y/ อ่านวา่ วายไพรม ์และ f/ (x) อ่านวา่ เอฟไพรมเ์อกซห์รอืเอฟไพรมอ์อฟเอกซ์

dx 
dy

x 
y 



ฟงกชันพีชคณิต (Algebraic Functions) เปนฟงกชันที่คาของฟงกชันเขียนในรูป

สัญลักษณทางพีชคณิตที่ประกอบดวยคาคงที่ ตัวแปร และเคร่ืองหมายบวก ลบ คูณ หาร 

กรณฑ หรือยกกําลัง เชน 

ความหมายของฟงกชนัพีชคณิต3.1



การหาอนุพันธของฟงกชัน โดยใชนิยามอนุพันธของฟงกชันในรูปของลิมิตจะคอนขางยุงยากในการ

คํานวณ จึงไดมีการหาอนุพันธโดยวิธีการใชสูตรซึ่งทําไดงายและรวดเร็วกวา ดังตาราง

ตารางท่ี 6.1 สูตรอนุพันธของฟงกชันพีชคณิต ถา c, n เปนคาคงที่ใด ๆ และ u = f(x), v = g(x), w = h(x)

การใชสูตรอนุพันธของฟงกชันพีชคณิต3.2



ฟังกช์นัตรโีกณมติ ิ(Trigonometric  Functions)  หมายถงึ ฟังกช์นัไซน์ (sine or sin) ฟังกช์นั

โคไซน์ (cosine or cos) ฟังกช์นัแทนเจนต ์(tangent or tan) ฟังกช์นัโคแทนเจนต ์(cotangent or 

cot) ฟังกช์นัเซแคนต ์(secant or sec) และฟังกนัโคเซแคนต ์(cosecant or cosec) เชน่  f(x) = 3 sin 

2x และ  f(x) = sin x เป็นตน้

นิยาม : ใหส้ามเหลีย่ม ABC เป็นสามเหลีย่มมมุฉาก โดยที ่0 < θ <   ดงัรปู

สามเหล่ียมมมุฉาก

ความหมายและนิยามของฟังกช์นัตรีโกณมิติ3.1



นิยาม : ใหวงกลมที่มีจุดศูนยกลางอยูที่จุดกําเนิด ถามุม θ เรเดียน คือ มุมท่ีจุดศูนยกลาง

ของวงกลม มีรัศมี r หนวย ท่ีวัดทวนเข็มนาฬิกา เร่ิมจากจุด A(r, 0) ไปยังจุด P(x, y) เปนจุดปลาย

ของแขนของมุมท่ีหมุนไป โดยท่ี ไดดังรูป

วงกลมที่จุดศูนยกลาง

อยูที่จุดกําเนิด ทิศทางของมุม θ โดยใชเคร่ืองหมายบวกและลบ

ถา θ > 0 เปนการวัดจากจุด A ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา

ถา θ < 0 เปนการวัดจากจุด A ทิศทางตามเข็มนาฬิกา



เพื่อความสะดวกในการหาคาฟงกชันตรีโกณมิติ จึงนําคาฟงกชันสําหรับมุมในจตุภาคที่ 1

มาสรางตารางได ดังตาราง

ตารางที่ 6.2 คาของฟงกชันตรีโกณมิติ



นิยาม : ฟงกชัน f เปนฟงกชันคาบก็ตอเมื่อ มีจํานวนจริง π > 0 ท่ี f(x + p) = f(x) ทุกคา x 

ในโดเมน f เรียกคา p ท่ีนอยท่ีสุดวา คาบของ f

กราฟของฟงกชันตรีโกณมิติบนระนาบพิกัดฉากจะนิยมเปลี่ยนตัวแปร θ ไปเปนตัวแปร x และ

เขียนฟงกชันใหอยูในรูป y = cos x หรือ y = sin x ซ่ึงกราฟของ y = cos x หรือ y = sin x จะมี

ลักษณะซํ้ารูปเดิม เมื่อมุมวนมาครบรอบคาใดคาหน่ึง เรียกฟงกชันลักษณะน้ีวา ฟงกชันคาบ 

(Periodic Functions) โดยท่ีคาบ (Period) หมายถึง ความยาวชวงสั้นท่ีสุดท่ีทําใหกราฟซํ้ารูปเดิม

และแอมพลิจูด (amplitude) มีคาเทากับครึ่งหน่ึงของผลตางระหวางคาสูงสุดและคาต่ําสุดของ

ฟงกชันท่ีเปนคาบ

กราฟของ y = sin x 

กราฟของ y = sin x 1.



กราฟของ y = sin x 

ก) เมื่อเปนฟงกชันของ ωτ ข) เมื่อเปนฟงกชันของ t

รูปคล่ืนไซนของ Vm sin ω τ

กราฟของ y = cos x 2.

กราฟของฟงกชันตรีโกณมิติบนระนาบพิกัดฉาก เมื่อนําไปใชทางไฟฟาจะเปลี่ยนตัว

แปร x ไปเปนตัวแปร ωτ หรือ t และเขียนเปนตัวอยางของฟงกชันใหอยูในรูป v(t) = Vm sin ωτ 



สูตรอนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติ ดังตารางที่ 6.3 และศึกษาการใชสูตรจากตัวอยางตอไปนี้

ตาราง สูตรอนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติ

การใชสูตรอนุพันธของฟงกชันตรีโกณมิติ3.2



การประยุกตใชอนุพันธเพื่อหาคาปริมาณทางไฟฟา

จะศึกษาถึงอุปกรณสองชนิด คือ ตัวเก็บประจุและตัว

เหน่ียวนํา อุปกรณทั้งสองน้ีเปนองคประกอบเชิงเสนและ

อธิบายคุณสมบัติไดดวยสมการอนุพันธเชิงเสน (ตัว

ตานทานไมสามารถสะสมพลังงานไฟฟาได) ซึ่งทั้งสองเปน

อุปกรณแบบพาสซีฟที่สามารถกักเก็บและจายพลังงานที่

จํากัดได แตไมสามารถจายกําลังไฟฟาเฉลี่ยในชวงเวลาที่

ไมจํากัดได ความสัมพันธระหวางแรงดันไฟฟาและ

กระแสไฟฟาของอุปกรณทั้งสองน้ีขึ้นอยูกับฟงกชันเทียบ

กับเวลา 



ตัวเก็บประจุ เปนองคประกอบวงจรที่ประกอบดวยแผนตัวนํา 2 แผน มีขนาดพื้นที่ A 

วางแยกขนานกันดวยระยะ d มีไดอิเล็กตริก (Dielectric) ซึ่งเปนวัสดุมีสภาพเปนฉนวนไฟฟา

ก้ันอยูระหวางแผนตัวนํา ดังรูป

ก) โครงสรางของตัวเก็บประจุ ข) สัญลักษณทางไฟฟา

ตัวเก็บประจุและสัญลักษณทางไฟฟา

ตัวเก็บประจุ (Capacitors)4.1



ตัวเหน่ียวนําเปนองคประกอบวงจรที่ประกอบดวยลวดตัวนําเปนขดลวด (Coil) ดังรูป

ก) ตัวเหน่ียวนําแกนอากาศ ข) ตัวเหน่ียวนําแกนเฟอรไรต ค) สัญลักษณของตัวเหน่ียวนํา

ตัวเหน่ียวนํา 2 ชนิดและสัญลักษณทางไฟฟา

ตัวเหน่ียวนํา (Inductors)4.2



การประยุกตใชสูตรอนุพันธของฟงกชันพีชคณิตและฟงกชันตรีโกณมิติเพื่อหาคาปริมาณทาง

ไฟฟา โดยศึกษาจากตัวอยางตอไปนี้

ตัวอยาง จากรูป เปนรูปคลื่นแรงดันตกครอมตัวเก็บประจุตัวหนึ่ง ขนาด 5 µF จงหา

กระแสไฟฟาท่ีไหลผานตัวมันท่ีชวงเวลา t = 0–6 ms และ t = 6–8 ms

(ตัวอยางนี้ตอเนื่องจากตัวอยางที่ 5.18)

รูปคลื่นแรงดันตกครอมตัวเก็บประจุ

การประยุกตใชสูตรอนุพันธของฟงกชัน4.3

กระแสจะไหลผานตัวเก็บประจุก็ตอเมื่อ

แรงดันตกครอมตัวเก็บประจุมีการ

เปลี่ยนแปลง (ไมคงท่ี) ถาคงท่ีผลการ

อนุพันธจะไดเทากับศูนย

เง่ือนไขความรู



วิธีทาํ ทีเ่วลา 0 ≤ t ≤ 6 ms หาสมการเสน้ตรง v = mt + b 

v = (4 × 103)t ……………………… 1

ทีเ่วลา 6 ≤ t ≤ 8 ms หาสมการเสน้ตรง v = mt + b 

v = (–12 × 103)t + 96 …… ………… 2

ทีเ่วลา 8 ms ≤ t,  หาสมการเสน้ตรง v = mt + b 

v = 0 ……………………… 3

ทีเ่วลา 0 ≤ t ≤ 6 ms นําสมการเสน้ตรง 1 มาแทนคา่ในสตูร i(t) เพือ่หาค่า

กระแสไฟฟ้า



i(t) = C 

= (5 x 10–6) 

i(t) = (5 x 10–6)(4 x 103) 

= 20 mA                 

ดงันัน้ที ่0 ≤ t ≤ 6 ms กระแสไหล 20 mA

คาํตอบ

dv(t)
dt

d (4 x 103)t
dt

dt
dt

เมือ่ C คอื คา่ความจุ 5 µF แปลงหน่วย

เป็นฟารดัได ้(5 x 10–6) ซึง่เป็นคา่คงที่

1 ประยกุตใ์ชส้ตูร D–4

= =  c

เมือ่ c = (4 x 103) และ v = t  

2   ประยกุตใ์ชส้ตูร D–2

= 1 นัน่คอื   = 1

dcv
dx

dv
dx

dx
dx

dt
dt



ท่ีเวลา 6 ≤ t ≤ 8 ms นําสมการเส้นตรง   2  มาแทนค่าในสูตร i(t) เพ่ือหาค่า

กระแสไฟฟ้า

ท่ี 6 ≤ t ≤ 8 ms กระแสไหล –60 mA 

(ทิศทางตรงข้ามกบัท่ีเวลา 0 ≤ t ≤ 6 ms) คาํตอบ



ปริพันธของฟงกชนั
หนวยการเรียนรูท่ี 7



สําหรับความหมายของปริพันธ การหาปริพันธ และปฏิยานุพันธจะมีความสัมพันธเก่ียวเน่ือง

กัน ดังน้ี

เมื่อกําหนดฟงกชัน f(x) มาให ถา f(x) เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธ (Derivative) ไดจะเขียน

แทนดวย f/(x) และเรียกวิธีการน้ีวา การหาอนุพันธ (Differentiation) ถาวิธีการดังกลาวทํา

ตรงกันขามกับการหาอนุพันธของฟงกชันจะเรียกวา ปฏิยานุพันธ (Anti-Differentiation) 

ปฏิยานุพันธ เปนการหาฟงกชัน F(x) เมื่อกําหนด F/x) มาให โดยจะเรียกฟงกชัน F(x) น้ีวา 

ปฏิยานุพันธ (Anti-Derivative) ของ F/ (x) 

นิยาม : ฟงกชัน F(x) เรียกวา ปฏิยานุพันธ ของฟงกชัน f(x) ถา F/ (x) = f(x) สําหรับทุก ๆ 

x ในโดเมนของ f(x) 

ปฏิยานุพันธ1.1



ถาพิจารณาฟงกชัน y = f(x) สามารถหาอนุพันธของฟงกชันเทียบกับ x คือ   = f/ (x) และ

เรียก f/ (x)dx วา คาเชิงอนุพันธ (Differential) ของฟงกชัน 

การหาปริพันธหรือการอินทิเกรต (Intergrate) เปนการพิจารณาวา f/ (x)dx เปนคาเชิง

อนุพันธของฟงกชันใด ๆ โดยผลลัพธของการหาปริพันธ ดังกลาวเรียกวา ปริพันธ (Integral) 

f/ (x)dx มีคาปริพันธอยูหลายคา จะเขียนอยูในรูป f(x) + c เมื่อ c เปนคาคงท่ีใด ๆ

ปฏิยานุพันธท่ัวไปของฟงกชัน คือ ปริพันธไมจํากัดเขตของฟงกชัน เขียนแทนดวยสัญลักษณ

โดยท่ี   เครื่องหมาย เรียกวา เครื่องหมายปริพันธหรือเครื่องหมายอินทิกรัล

f(x) เรียกวา อินทิแกรนดหรือตัวถูกปริพันธ (Integrand)

x เรียกวา ตัวแปรของการหาปริพันธ 

dx  เปนตัวบงบอกวา การหาปริพันธน้ีเทียบกับตัวแปร x

∫

ปริพันธ1.2

f(x)dx +F(x) + c ∫



ในวิธีการที่จะหา f(x) จากอนุพันธ f/(x) ที่กําหนด พรอมทั้งคาคงที่อีกคาหนึ่งของ f(x) 

นั้นแบงออกไดเปน 2 ข้ันตอนดวยกัน คือ ข้ันตอนที่ 1 หาปฏิยานุพันธของฟงกชันทั้งหมด และ

ขั้นตอนที่ 2 หาอนุพันธที่สอดคลองกับคาที่กําหนดให เชน

xdx =        + c

เปนปฏิยานุพันธของ x

c เปนคาคงท่ีไมเจาะจงวาเปนคาใด

∫
X2

2

X2

2



ในการหาปริพันธไมจํากัดเขตของ f(x) โดยทั่วไปน้ัน ไมสามารถหาไดอยางงายนัก 

อยางไรก็ตามจากฟงกชันอนุพันธที่ไดกลาวมาแลวในบทที่ 6 ยกมาเปรียบเทียบเปน

ตัวอยางดังตารางที่ 7.1 และนํามาสรุปเปนสูตรของการหาปริพันธไมจํากัดเขต ทั้งของ

ฟ ง ก ชั น พี ช ค ณิ ต แ ล ะ ฟ ง ก ต รี โ ก ณ มิ ติ ไ ด เ ป น พื้ น ฐ า น 

ดังตารางที่ 7.2

ตารางที่ 7.1 ตัวอยางเปรียบเทียบอนุพันธกับการหาปริพันธ



ตารางที่ 7.2 สูตรการหาปริพันธไมจํากัดเขต 



กําหนดให y = f(x) เปนฟงกชันท่ีมีความตอเนื่องบนชวงปด [a, b] ปริพันธจํากัดเขตของ

ฟงกชัน f(x) จาก x = a ถึง x = b เมื่อลิมิตนี้หาคาได เขียนแทนดวยสัญลักษณ  

โดยเรียก a วา ขีดจํากัดลาง หรือขอบลาง (Lower Limit) 

b วา ขีดจํากัดบน หรือขอบบน (Upper Limit)

อานวา ปริพันธจํากัดเขตของ f(x) เทียบกับ x จาก x = a ถึง x = b

ถา F(x) เปนปฏิยานุพันธของ f(x) หรือ F/(x) = f(x) การหา ทําไดดังนี้



และการหาปริพันธจํากัดเขตของฟงกชัน ไมจําเปนตองบวกคาคงที่ใด ๆ (c) เขาไป 

เนื่องจากเมื่อแทนคา x = a และ x = b ใน F(x) แลว F(b) – F(a) คา c จะลบกันหมดไป

สมบัติของปริพันธจํากัดเขต เปนส่ิงสําคัญและจําเปนในการศึกษาเพื่อใหหาคาไดรวดเร็ว

ขึ้น ดังนี้



การประยุกตใชอนุพันธเพื่อหาคาปริมาณทางไฟฟา จะศึกษาถึงอุปกรณสองชนิด คือ ตัวเก็บ

ประจุ และตัวเหน่ียวนํา รวมท้ังพื้นท่ีใตโคงของรูปคลื่นไซน โดยศึกษาเฉพาะท่ีจะประยุกตใชสูตร

ปริพันธจากตัวอยางตอไป

วงจรตัวเก็บประจุ ดังรูปกระแส i เปนอัตราการ

เคล่ือนที่ของประจุไฟฟาตอหนวยเวลา ถานําคาประจุ q 

= Cv แทนในสมการ i =       จะไดคากระแสที่ไหลใน

วงจรคือ i = C 

dc
dt

ตัวเก็บประจุ (Capacitors)4.1



เมื่อเขียนสมการใหม่ได้

อินทิเกรตสมการ 1 ในช่วงเวลา t = –∞ ถึง t

สมมติให้ v(–∞) = 0 และได้แรงดนัตกคร่อม

ตวัเกบ็ประจ ุคือ



เมื่อ v(t
0
) เปนแรงดันตกครอมตัวเก็บประจุท่ีเวลา t

0
ซ่ึงเกิดจากการสะสมประจุชวงเวลา t = 

−∞ ถึง t
0

และพลังงานสะสมในตัวเก็บประจุสามารถจายเปนกําลังไฟฟาไปยังองคประกอบวงจรได 

กําลังไฟฟาน้ี คือ

และพลังงานสะสมในสนามไฟฟา เมื่ออินทิเกรตกําลังไฟฟาเทียบกับเวลา ไดเปน

ดังน้ัน



วงจรตัวเหน่ียวนําดังรูปในตัวเหน่ียวนํา สนามแมเหล็กที่เปล่ียนแปลงสามารถ

เหน่ียวนําใหเกิดแรงดัน v ขึ้น คาแรงดันน้ีเปนอัตราสวนกับอัตราการเปล่ียนแปลง

ของกระแสที่ทําใหเกิดสนามแมเหล็กเทียบกับเวลา 

แรงดันตกครอมตัวเหน่ียวนํา

กระแสที่ไหลผานตัวเหนี่ยวนําคือ

ตัวเหน่ียวนํา (Inductors)4.1



พลังงานสะสมในตัวเหน่ียวนําสามารถจายเปนกําลังไฟฟาไปยังองคประกอบ

วงจรได กําลังไฟฟาน้ี คือ

ดังน้ัน พลังงานสะสมในตัวเหนี่ยวนําไดเปน



คาเฉลี่ย (Average Values) คือ คาเฉลี่ยของพื้นท่ีรูปคลื่นไซนครึ่งรอบของกระแสไฟฟาหรือ

แรงดันไฟฟา ดังน้ันคาเฉลี่ยท่ีแทจริงจึงไมมีในทางปฏิบัติ เพราะจะหาคาเพียงครึ่งรอบดานใดดาน

หน่ึงเทาน้ัน
คาเฉลี่ยของคลื่นไซน (Sine Wave Averages) คือ รูปคลื่นไซนมีลักษณะท่ีเหมือนกันท้ัง 2 

ดาน คือ พื้นท่ีดานบนแกน x จะเทากับพื้นท่ีดานลางของแกน x เมื่อหาคาพื้นท่ีใน 1 รอบจะเทากับ

ศูนย ถาไมคํานึงถึงความถ่ีและมุมเฟส ดังน้ัน กําหนดให

................................   9

เมื่อ V
av

คือ คาแรงดันเฉลี่ยของรูปคลื่นไซน

V
m

คือ คาแรงดันสูงสุดของรูปคลื่นไซน

หรือ V
av

= 0.637Vm ในทํานองเดียวกัน  I
av

= 0.637I
m

...............................   10

คาเฉลี่ยของรูปคลื่นไซน4.1
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